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u satirlarin yazarinin, yani ben-
denizin, \Qeak aymmin 13’iinde ama 4 yil
arayla dogmus iki kiz1 var: Biiyiigiiniin ad1

Neslihan, kii¢iigiiniin adi1 da Ceylin. Anlayacaginiz

Ceylin dogdugunda Neslihan’in dogum yildonii-

miiydii. Her ne kadar Neslihan o giin ‘‘Ben ondan 5

yas biiyiigiim! Ciinkii ben bugiin 5’¢ girdim, o daha

0 yasinda!’’ dese bile yaglar1 farki hep 4 olacak.

Hem de tam1 tamina 4. Ciinkii ayn1 giin dogdular.

Lafi suraya getirecegim: Yaslar1 farkinin hep sabit
kalacagimi biliyoruz, peki yaslart orani n’olacak?
Bu arada, hani derler ya “’Hi¢ 6lmeyecekmis gibi
bu diinya i¢in, yarin 6lecekmis gibi ahiret i¢in cali-
sin!’’ diye, siz de bu problemi kizlarim hi¢ dlmeye-
ceklermis gibi ¢oziin.

[2008/MY:] Su an Neslihan 5 yasinda, Ceylin ise 1
yasinda oldugundan N/C = 5 ve C/N = 1/5. Peki ge-
lecek sene bu oranlar degisecek mi? Bakalim: Isim-
lerini sirastyla N ve C ile gosterirsek, gelecek sene
Neslihan 6, Ceylin ise 2 yasinda olacagindan N/C
orani 3’e diisecek, C/N oraniysa 1/3’e ¢ikacak. On-
dan 1 sene sonra ise N/C oram1 7/3’e diisecek, C/N
oraniysa 3/7’ye ¢ikacak. N/C oraninin devamli aza-
lacagini, C/N oranminsa devamli artacagini anlamis
olmalisiniz. Peki bu oranlar bir yerde birlesecekler
mi? Birleseceklerse nerede? Birlesmeyeceklerse
neden? Bunu inceleyecegiz. N/C ve C/N oranlarinin
(2008 yilina gore) yillar gectikge alacagi degerleri
yaklasik olarak gosteren bir tablo yapalim.

1Yd | 2Yd | 3Yid | 10yil | 20y1l | 50 yil
sonra | sonra | sonra | sonra | sonra | sonra
N/C | 3.000 | 2.333 | 2.000 | 1.363 | 1.190 | 1.078
C/N | 0.200 | 0.428 | 0.500 | 0.733 | 0.840 | 0.927

Biraz da abartalim:
100 y1l sonra N/C = 1.039, C/N = 0.961
500 y1l sonra N/C = 1.007, C/N = 0.992

vonlarin Limiti
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Fark etmis olmalisiniz: N/C orani 1’den biiyiik her
saylyl asip azalarak 1’e yaklastyor, C/N oranrysa
1’den kiiciik her sayiy1 asip artarak 1’e yaklasiyor.
Peki iki orandan biri herhangi bir zaman 1 olabilir
mi? Tabii ki hayrr, ¢iinkii oranin 1 olmasi <’Oyle bir
giin gelecek ki iki kizim da ayn1 yasta olacak’’ de-
mek. Bu da miimkiin degil!

Dikkat ettiyseniz, bahsi gecen oranlar 1 olamasalar
bile, 1’e ¢ok gok yaklasiyorlar. Iste biz bu durumda
matematikte, N/C oraninin limiti 1°dir deriz. Hatta
C/N oraninin da limiti 1°dir.

Biz burada bu hikayeyle, aslinda dizilerin limiti igin
bir sezgi vermeye galistik. Ciinkii yas problemle-
rinde de insanlarin yaslar1 sayma sayisi alinir, (a,)
dizisindeki # de!

X <
olacagin-
+ X

dan, bu oranin x sinirsiz biiyiidiik¢e 1°e yaklastigini
(5 + x)
-1
1+ x

yazarak, benzer sekilde x yil sonra C/N orani

N/C oran1 giiniimiizden x y1l sonra

+ X
olacagindan, bu oramin x sinirsiz biiyiidiikce 1’e

yazarak gosterecegiz.

Simdi bir an i¢in, insanlarin yaglarinin tam say1 ol-
mayabilecegini de farz edelim. Yani 3,5 yil sonra,

4,234 il sonra, \/B yil sonra veya 0.133 yil 6nce
de bu orani merak ettik diyelim. O halde islerimizi
dizi ile degil de reel sayilarda tanimlanmis bir fonk-
siyonla yapmaliyiz. Bu sayede dizi olmayan fonk-
siyonlarin da x (yani degisken) sonsuza giderken
limitini bulabilecegimiz gibi, x herhangi bir reel sa-
yiya giderken de limitini bulabilecegiz. Bunu da
buna uygun bir fonksiyon ile izah edelim.
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Ornegin, f: R—R, f(x) = 3x fonksiyonunu ele ala-
lim. x sayis1 4’e yaklagirken f (x)’in kaca yaklasti-
gin1 bulacagiz. Tahmini zor olmasa gerek ama biz
yine de bakalim. Tabii x’e nereden yaklastigin da
onemli. 4’ten kiiciik sayilardan artarak da olabilir,
4’ten biiyiik sayilardan azalarak da... Once 4’ten
kiigiik sayilardan, arta arta 4’e yaklagalim bakalim:

x=3,81ikeny=£(3,8)=3-(3,8)= 11,4
x=3.9ikeny=/£(3,9)=3-(3,9)= 11,7
x=3,95 iken y =f(3,95) = 3:(3,95) =11,85
x=3,99 iken y = £(3,99) = 3:(3,99) = 11,97
x=3,999 iken y = £(3,999) = 3:(3,999) = 11,997

Goriildiigii iizere x, 4’e yaklagirken y degeri ayan
beyan 12’ye yaklasiyor. Bu durumu artik

lim f(x)=12

yazarak gosterecegiz. 4’lin iizerindeki isareti
4’e say1 dogrusu lizerinde sol taraftan yani 4’ten
daha kii¢lik sayilardan yaklastigimizi anlatmaya ca-
lisir. Bir de 4’e, 4’ten daha biiyiik sayilardan azala
azala yaklagalim bakalim:

w_

x=42ikeny=£(4.2)=34.2)=12,6
x=4,11ikeny=f(4,1)=3-(4,1)= 12,3
x=4,05 iken y = £(4,05) = 3:(4,05) = 12,15
x=4,01 ikeny = £(4,01) = 3:(4,01) = 12,03
x=4,001 iken y = £(4,001) = 3:(4,001) = 12,003

Gorildigi iizere, x, 4’e sagdan yani 4’ten daha bii-
yiik sayilardan yaklasirken y yine ayan beyan 12’ye
yaklasiyor. Bu durumu da artik

lim £(x) =12
x—4°

yazarak gosterecegiz.

Burada 4’iin {lizerindeki “’+” igareti de 4’¢ say1 dog-
rusunda sag taraftan yaklastigimizi anlatir.

Iste burada oldugu gibi, x herhangi bir sayiya sol-
dan veya sagdan yaklasirken y’nin yaklastigi sayi
ayni reel sayiysa, fonksiyonun o noktada limiti var-
dir denir ve limit degeri y’nin yaklastig1 reel sayi-
dir.

Limit hesaplamalarinda fonksiyonun grafigini dii-
sinmek c¢ogu zaman ¢ok faydalidir. Neyi diisiin-
memiz gerektigini anlatayim: Ornegin, asagida belli
bir aralikta grafigi ¢izilmis, (a, b) noktasindan ge-
¢en terbiyeli bir f fonksiyonunun a noktasindaki li-
mitini bulmaya calisalim. Alengirli fonksiyonlari
ileride calisacagiz.

y=/x)

0 a ;

Elinizi fonksiyon grafiginin iizerine koyun ve gra-
fik {izerinde sol taraftan sag tarafa dogru hareket et-
tirin. Eliniz fonksiyon iizerinde a apsisli noktaya
yani (a, b) noktasina dogru giderken, iizerinden
gectiginiz noktalarin ordinatlarinin siz tam o nokta-
ya yaklagirken kaga dogru yaklastigina bakin.

Goreceksiniz ki, (a, b)
noktasina yaklastikca, or-
dinatlarda b’ye yaklasi-
yor. Goniil rahathigiyla
sOyleyebilirsiniz ki

lim f'(x)=bdir.

Simdi de sag taraftan sol tarafa yaklasalim.

Yine goreceksiniz ki,
grafigin sag tarafindan
(a, b) noktasina yakla-
sirken, {izerinden geg-
tiginiz noktalarin ordi-
natlar1 azalarak b’ye
dogru gidiyor. O halde

lim f(x)=bdir.
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lim f(x)=lim f(x)=b
oldugundan da liin f(x)=>b"dir.

Dikkat ettiyseniz, limiti belirlerken hi¢ f (a) = b mi
degil mi diye ilgilenmiyoruz. Yani, grafik

y=r)

seklinde olsaydi da lim f(x) =b olacakti. Fonksi-

yon a’da tanimsiz ya da b disinda baska bir sayi
olarak tanimli olsaydi bile!

Bir fonksiyonun belirli bir a reel sayisinda bir go-
riintiiye sahip olmast ya da olmamasi fonksiyonun o
noktadaki limitini etkilemez.

Ciinkii, limit kavrami fonksiyonun o noktada ne
yaptigini degil o noktanin civarinda ne yaptigini in-
celer. Bu yilizden o noktada degil, o noktanin civa-
rinda tanimli olmasi yeter.

Burada, civarinda tanimli olmasindan kasit, ne ka-
dar kiigiik se¢ilirse secilsin, pozitif bir € sayisi i¢in
fonksiyonun (a — €, a) ve (a, a + €) araliklarinda ta-
niml1 olmasidir.

yh o y=1m) v y=g(x)
o @ x o a =*

Ornegin, R’de tammli yukaridaki y = f (x) ve y = g(x)
fonksiyonlarimin ikisinde de a’da sol limit b iken, a’da
sag limit d’dir. Goriintliniin ¢ olmasinin hicbir nemi
yoktur!
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P vh

Y= 1(x)

=y

Ornegin, R’de tanimli yukaridaki y = A(x) ve R — {a}’da
tanimli yukaridaki y = #(x) fonksiyonlarmin ikisinde de
a’da sol limit de sag limit de »’dir. Dolayistyla a’da limit
b’dir. Goriintiiniin var olup olmamasinin higbir dnemi
yoktur!

Ufak ufak ¢6ziimlii 6reklere gecelim:

Ornek.

Yukarida grafigi verilmis y = f (x) fonksiyonunun
=3,-2,0, 1, 3, 5, 7 noktalarindaki limitlerini varsa
bulalim.

Coziim: Konu basindaki Ornekler her zaman en
onemli 6rneklerdir. lyice inceleyiniz.

v lim f(x)= lim f(x)=lim f(x)=0,

Y lim f()=1A lim f(x)=3= lim /(x) yok,
v lim f(x0) = lim £(x) =lim /(1) =2,

v lim f(x)=0 A lim f(x)=2 = lim f(x) yok,
v lim f(x)=3 A lim f(x)=1 = lim f(x) yok,
Y lim f(x) = lim f(x) =lim f(x) =0,

v

lim /(x)= lim /(x) = lim f (x) =1
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Ornek. A
Yanda y = f (x)
fonksiyonunun
grafigi verilmistir.
Bu grafige gore
2,3, 4 degerlerin-
den bazilari icin
var olan limitlerin
toplami kagtir?

A) 4 B)S Q)6 D)7 E)8

Coziim: Incelemeye fonksiyonun 2 apsisli nokta-
sindan baslayalim:

lim f(x)=lim f(x)=3
x—=2" x—2"
oldugundan
lin;l f(x)=3
olur. Simdi de 3 apsisli noktada incelememizi yapa-
lim:

lim f(x)=2 ama lim f(x)=0
x—=3 x—3"

oldugundan, yani x = 3 noktasinda soldan limit de-
geriyle sagdan limit degeri esit olmadigindan 3 ap-
sisli noktada limit yoktur.

Geldik 4 apsisli noktaya:

lim f(x)=1lim f(x)=1
x—4~ x—4"
oldugundan
lin41 f(x)=1
bulunur. O halde var olan limitler toplami1 3 + 1 ya-
ni 4’tiir.
Dogru cevap: A.

Sonsuza Iraksama

x belli bir a reel sayisina soldan ve sagdan yaklagir-
ken f'(x) fonksiyonu da belli bir 4 reel sayisina yak-
lasiyorsa, b’ye f fonksiyonunun a’daki limiti dendi-
gini 6grenmis ve bu durumu

lim f(x)=b

yazarak gostermistik.

Yalniz bazen bazi fonksiyonlar, x sabit bir sayiya
yaklagmasina ragmen, bir sabit sayiya yaklagmaz-
lar. Devamli biiyiir ya da kiigiiliirler, sinir tanima-
dan! Boyle bir durumda, fonksiyonlarin o noktada
limitleri yoktur deriz.

Yalniz, limitin olmamasinin neyden kaynaklandigi-
n1 da anlamak ve kolayca anlatmak da isteriz.

Iste bu yiizden, bir fonksiyonunun bir noktadan
sonra veya bir nokta civarinda sinwrsiz olarak bii-
yiidiigtinii veya kiigtildiigtinii kolayca anlatmak igin,
limitine verilecek bir sembole ihtiya¢ duyariz. Bu
semboller, esitsizlikler dersinden de bildiginiz iize-
re +oo ve —oo sembolleridir. Unutmayin ki, bu sem-
boller birer reel say1 degildir. Reel say1 olmamala-
rima ragmen, derdimizi karsidakine ¢ok rahat an-
latma olanagi sunduklarindan bu sembolleri reel
sayilar kiimesine eklemek kagmilmaz olmustur.

Genisletilmis Reel Sayilar Kiimesi

Her x reel sayisi igin —o0 < x < +oo esitsizliklerinin
saglandigimni biliyoruz. Simdi, —co ve +oo sembolle-
rini reel sayilara dahil ederek reel sayilar kiimesini
genisletecegiz. Adina da genisletilmis reel sayilar

kiimesi diyerek, R ile gosterecegiz. Yani;
R =R U {—o0, +0} = [0, +00].

Onemli not: Bir noktada limitin var olabilmesi igin
limitin mutlaka bir reel olmasi gerekir.
lim £(x) =420 veya lim /(x) = =0

ifadeleri limitin +oo veya —oo oldugunu sdylemez,
sadece x, a degerine yaklasirken f (x) fonksiyonu-
nun +oo’a gittigini veya —o’a gittigini (yani smir ta-
nimaksizin biliylidiiglini veya kiiclildiglinti) anlat-
maya Yyarar. Anlayacaginiz burada bir ‘yaklas-
ma’dan degil, olsa olsa ‘uzaklagma’dan bahsedile-
bilir.

Simdi bu sembolleri hangi durumda kullanacagimi-
za dair ornekler verecegiz:

y“

y=5x)

R—{a}’da tanimh yukaridaki y = f'(x) fonksiyonunda
lim £ (x) =40 ve lim f(x) =+o0

X—a

oldugundan ll_I)nf () =400 yazlur.
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y=gx)

s

R—{a}’da tanimli yukaridaki y = g(x) fonksiyonunda

lim g(x) =—o0 ve lim g(x)=—o0

oldugundan liglg(x) =—00 yazilir.

»w o
) 7

R—{a}’da taniml yukaridaki y = h(x) fonksiyonunda
lim /i(x) =+0 ve lim A(x) =—o0

x—a

oldugundan liinh(x) yoktur!

y“
......... o 2T
......... b‘
0 X

R’de tanimlanmis yukaridaki y = #(x) fonksiyonunda
lim #(x)=b ve lim#(x)=c
X—>—0 X—>+0

olur!

Simdi ¢6ziimlii 6rneklere gegelim.
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Ornek.

 y=/@)

-3 -2 -1

7

Yukarida grafigi verilmis y = f (x) fonksiyonunun
kacg farklh noktada limiti yoktur?

A)2 B)3 04 D)5 E)6
Coziim: —1 ve 0 apsisli noktalarda sol ve sag limit-
ler birbirine esit olmadig1 icin, 2 apsisli noktada da
limit bir reel say1 olmadig i¢in (o) cevabimiz 3
olmalidir.

Dogru Cevap: B.

Ornek. Yanda grafigi verilen y = f (x) fonksiyonu
icin asagidaki 6nermelerden kagi dogrudur?

I lim f(x)=—0 \ VA
x—>-2" :
I lim f(x)=+o .
x—>-2"
1L lim £ (x) = +0 B
lim /7 () 20 0] 2 /4%
IV. lim f(x)=1
V. lim f(x)=0
A)l B) 2 C)3 D) 4 E)5

Coziim: x’ler —2’ye soldan sinirsizca yaklastikca
y’ler sinirsizca azalmakta, —2’ye sagdan sinirsizca
yaklasirken de y’ler sinirsizca artmaktadir. Bu yiiz-
den I ve II dogrudur.

lim f(x)=—o oldugundan li1121 f*(x)=+0 olur,
x—2" xX—>

bu yiizden III 6nermesi de dogrudur.

x’ler siirsizca biiylirken y’lerin gitgide 1’e yaklag-
t1g1 goriildiigiinden IV de dogrudur.

x’ler sinirsizca kiigtiliirken y’lerin gitgide 0’a yak-
lagtig1 goriildiigiinden V de dogrudur.
Dogru Cevap: E.
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CEVAPLI TEST 1

Asagidaki 10 soruyu bu grafigi dikkate alarak ¢o-
Zunuz.

Z‘ y=f)
2
10

A& -2 0
-3

Yukarida grafigi verilmis olan f fonksiyonu (—o, 2]
araliginda dogrusal, diger araliklarda da grafikte
gosterildigi gibi davranmaktadir.

1.
f fonksiyonu icin asagidaki bilgilerden hangisi
soylenemez?

A) lim £(x)=0
C) lim f(x)=0
E) lim f(x)=0

B) lim f(x)=1
D) lim f(x)=0

2.
Yukarida grafigi verilmis olan f fonksiyonunda
limitin —3 oldugu en az kac¢ nokta vardir?

A)1l B)2 O3 D)4 E)S
3.
Yukarida grafigi verilmis olan f fonksiyonu i¢in
lim £(x)
x—2"
ifadesinin degeri (varsa) kactir?
A)0 B)1 02 D)4 E) Yoktur
4.

Yukarida grafigi verilmis olan f fonksiyonu i¢in

lim £(x)

x=>7"

ifadesinin degeri (varsa) kactir?

A)0 B) 1 0)2 D)4  E) Yoktur
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5.

Yukarida grafigi verilmis olan f fonksiyonu i¢in
lir% f(x)+ lir¥11 f(x)

ifadesinin degeri (varsa) kactir?

A) -3 B)0 C)2 D)3 E) Yoktur

6.

Yukarida grafigi verilmis olan f fonksiyonunun
limitinin 0 oldugu farkh nokta sayisi en az kac-
tir?
A)l B)2 C)3

D)4 E)5

7.
Yukarida grafigi verilmis f fonksiyonunun hangi
noktasinda limit vardir ama o noktadaki goriin-
tiisiinden farkhdir?

A) -2 B)2 (O

D)7 E) 10

8.
Yukarida grafigi verilmis f fonksiyonunun 2, 7
ve 10 noktalarindaki sagdan limitlerinin toplam
kactir?
A) -2 B)2 OS5

D)7 E) 10

9.
Yukarida grafigi verilmis olan f fonksiyonu higbir

aralikta sabit olmadigina gore

liral f(x)+ 1in§ f(x)
toplami kac¢ farkh tam say1 degeri alabilir?
A)3 B)4 05

D)6 E)7

10.
Yukarida grafigi verilmis olan f fonksiyonunun
limitinin var olmadig1 farkh nokta sayis1 en az
kactir?
A)2 B)3 C)4

D)5 E)6

1.E 2.B 3.C 4.D 5.A 6.D 7.E 8.C 9.C 10. A
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‘ 4

CEVAPLI TEST 2
1. B
Yanda R—{0}’da vA y=rx
taniml1 y = f'(x) fonk-
siyonunun grafigi go-
rilmektedir. 3 :
Buna gore asagidaki- :
lerden hangisi yanhs- J| EERRIRIRIRIREY o
» :
fur? 0 c
A) lim f(x)=3 B) lim f(x)=3
x—0" x—0"
) 1in(}f(x)=3 D) lim f(x)=5
X—> x—6"
E) ling f(x)=1
2. B
Yandaki grafik y = f(x) vh y=1)
fonksiyonuna aittir. Buna /
N 71
gore X
5]----e
L lim f(x)=3 3t
x—3
IL. lim f(x)=7
fim 72 R
IIL. lim f(x)=5
x—3
onermelerinden hangileri dogrudur?
A) Yalniz 1 B) Yalnmiz I1 O) Yalniz 111
D)Ivell E) Hepsi
3.
Yandaki grafik yA

vy = f(x) fonksi-

yonuna aittir.

a=lim f(x)
x—2"

b=1lim f(x)
X6~

c=lim f(x)
x—>6"

olduguna gore a + b — ¢ toplam kaca esittir?

0

A)8 B)9 Q) 10 D) 11 E) 12

Yanda R—{0}’da
tanimli y = f'(x) fonk-
siyonunun grafigi go-
rilmektedir.

Bu fonksiyonun limi-
tinin var olmadigi tek
noktanin apsisi a ol-

A y=fK)

iR

duguna gore asagida- /0l 2 3
ki noktalarin hangi-

sinde limit degeri a’dir?

A) -2 B) -1 o1 D)2 E)3
5.

Yanda R—{0, 2}°de " y=f(x)

tanimli y = f'(x)
fonksiyonunun gra- 1
ﬁgi gérﬁlmektedir. ...........................

Buna gore asagi-
dakilerden hangisi
yanhstir?

A) lim (x) ===
C) lim £(x)=0
E) lim f(x) =0

B) lim /(x) =~
D) lim f(x)=2

6.
Yanda R—{-2, 0} ’da
taniml y = £ (x)
fonksiyonunun gra-
figi goriilmektedir.

L £1£13 f(x)=2 >

II. lim f(x)=-+0 *
x—>-2"

II. lim f(x)=-o0
x—>-2"

onermelerinden hangisi dogrudur?

A) YalmzI B) Yalniz II C) Yalniz II1

D)Ivell E) Hepsi

1.E 2.D 3.A 4.C5.D 6. A
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CEVAPLI TEST 3 |
1. y
Grafigi x* +)* =8 i
cemberinin "\
yaylarmdan :

olusan yandaki
f fonksiyonu i¢in 0
lim f(x)
x—>2"

degeri kactir?

E)2

A)-2 B)-1 00 DI

2.

Yandaki merkezil
¢cemberin yarigapi

2 br olup AB yaymnin
uzunlugu x br dir.
Buna gore

lim7r sin ( AOB )

X—>—
2

kactir?

A)0 D) E) 1

o] &
o] &

m% 0)

3.
ABCD bir kare 4 K D
m(BAE) =x
m(AEF) = 2x X
X

|AB| =3 br 3
olduguna gore

lim |AK | kactir? 2x

X——

6 B E C

A) 12-643 B) 9-33 C) 6-33
D) 639 E) 83 -12

4.

Sekildeki O merkezli i
ceyrek birim dairede

AOP ve POB daire di- B
limlerinin alanlar1 sira-

styla S) ve S, br? dir. AP S, P
yayimin uzunlugu da / br
dir. Buna gore S

>

=V

S
lim -2 kactir? o A

>
20 !

A)l B)2 0)3 D) 4 E)5

5.
ABC bir tiggen Y
D € [4B]
E € [AC]
DE /| BC
|BC| =5 br
|ADE| = S, br? s,

|DBCE| = S br?

olduguna gore B 5 C

lim Sy kactir?
|DE|>3 Sz

9 16

m% B@- D)~ B2

6.

ABC bir iiggen y

D € [BC(C]

E € [AC] x
BE N AD = {F}

|BD| = 8 br

|IDC| =4 br

|CE| =3 br B 3
|EA| =x br

E
3

D 4 C

limﬂ =1 olduguna gore a kactir?
x~a|FBD)| ’

A)S B)6 Q)7 D)8 E)9

1.A 2.C 3.A 4D 5.C 6.B



